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Deze symbolen stellen de gevens van het probleem voor.
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X.. > 0 1=T g0,y J=1400.,0).
5 > (i=1,...,m5 j=1,...,n)

Bovenstaande formules vormen een model van de beslissingssituatie.



Er zijn algorithmen die elk probleem van deze vorm kKunnen oplossen,
deze algorithmen bepalen, op grond van a., b. en c.., optimale waarden

1 J 1J
voor de X... De optimale x.. kunnen als oplossing van het oorspronkeli jke

praktischéaprobleem wordenléein’cerpreteerd.

Het transportprobleem 1s een voorbeeld van een zogenaamd éénstaps-
beslissingsprobleem, er behoeft slechts &én beslissing, vastgelegd in
de xij’ te worden genomen.

Er zijn ook meerstaps—beslissingsproblemen, waarbi] het er om gaat een
reeks samenhangende beslissingen te nemen. Hierbi] kan elke beslissing
van i1nvlioed zijn op de toekomstige beslissingssituaties. In deze ge-
vallen wordt niet €&n optimale beslissing gezocht, maar een optimale
strategle, dat 1s een regel die voor elke situatie een zodanige be-
slissing aanwlijst dat de aangewezen beslissingen tesamen Juist het
optimale resultaat geven.

Behalve naar het onderscheid één— of meerstaps kunnen beslissingspro-—
blemen ook worden ingedeeld in deterministische en stochastische
problemen.

Veelal kan een praktisch probleem op verschillende manieren 1n een wis-—
kundig probleem worden vertaald. In het algemeen zal men proberen het
probleem te herleiden tot een waarvoor een algorithme beschikbaar is,
velfs als het model hierdoor 1ets aan werkelijkheidswaarde verliest.
Omdat het model niet de werkelijkheid is, maar slechts (een deel van)
de werkelijkheid beschrijft, mag de oplossing van het wiskundige probleem
niet zonder meer als oplossing van het werkelijke probleem worden ge-
zien. De gevonden oplossing moet worden terugvertaald in termen van het
oorspronkelijke probleem en aan de hand van de gemaakte model-veronder-—
stellingen kritisch worden bezien.

Een wiskundig model kan vaak voor verschillende praktische problemen
worden gebruikt. Transportproblemen met totale vraag # totaal aanbod
kunnen door de introduktie van een fictief vraag— of aanbods-punt in de

bovengegeven vorm worden gebracht. Het model kan ook worden gebruikt

voor de toewi]jzing van sollicitanten aan vacatures.



2. Lineaire Programmering

Het algemene linealre programmeringsprobleem kan worden geformuleerd

als:

n
maximaliseer z = ) c. X.

onder de voorwaarden

Il

\ .
Lomsmoe o Geem,

n
521 %15 %5 T P4 (1=m +1,...,m),
X ; > 0 (J=1,...,n),

ofwel: zoek het maximum van een lineaire functie, waarbij de variabelen
niet-negatief zign en voldoen aan een stelsel lineaire ongelijkheden en
gelijkheden.

Voorlopilg zal worden aangenomen dat m, = m en bi > 0, dus er zijn alleen
ongelijkheden, met niet-negatief rechterlid.

Door aan elke ongelikheid een verschil=variabele toe te voegen ontstaat

een stelsel gelijkheden.

1
zZ - Z c. x. = 0,
i=1 Jd J
v
+ = =

- aleJ Xn+1 bl (1 ? ,m),
J=
X . > 0 (3j=1,...,n+m).

De gelijkheden kunnen worden herschreven als:

n
z = Q - (j£1 (*cj) xj)

o
I

n
b. - (;;1 25 ; xj) (i=1,...,m).
j=



Hieruit 1s direct een oplossing van het stelsel af te lezen: z = 0,
X i = b (i=1,...,m), X =0 (j=1,...,n). Omdat b. > 0 zijn alle

Xj > 0 en deze oplossing van het stelsel is een toegelaten oplossing
van het LP probleem.,

De variabelen x z1Jn, 1n deze vorm van het stelsel, uitgedrukt in de

n+1
overige variliabelen.
In elke stap van de simplex—-methode voor de oplossing van LP problemen
z1jn de variabelen in twee groepen verdeeld. Er 1s een groep basis-
variabelen en een groep niet-basis—variabelen. De basis—=variabelen zijn
uitgedrukt in de niet-basis-variabelen. Door elke niet-basis—variabele

de waarde. .0 te geven wordt een toegelaten oplossing van het LP probleem
gevonden. '

Elke simplex—=stap bestaat uit het uitwisselen van een basis-variabele
tegen een niet-basis—variabele, zodanig dat de objectfunctie niet daalt
en geen varlabele negatief wordt.

Stel dat, na een aantal stappen, het stelsel 1s herschreven als
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Hierin ziJn X ,...,X_ de basis-variabelen en x ,...,X de niet-

S S r T
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basis-variabelen. X, T ey, X T 0 1s een toegelaten oplossing met

- 1 J
Z = 84, als waarde van de objectfunctie. Door X positief te maken,
J

., d1t 1s een niet-negatief bedrag als

bijv. X = t, stijgt z met --t;,OJ

Bewerking 1 in elke simplex stap 1s: zoek een niet~basis-variabele met

a_ .
03 _
alle an > 0 dan 1s de huildige oplossing optimaal.

71 ] X de gekozen variabele.

L
Door x_ positief te maken, bijv. x. =t gaat x =

Y. r S . 10
J 1

< 0. In het algemeen kiest men de variabele met minimale ;’Oj . Z1Jn

over 1n

l
o |

X = E. - ta.
S: 10 R



dus x daalt als a.. > O en stijgt als a.. < 0.

S+ 1 1]
Omdat geen variabele negatief mag worden moet t voldoen aan gio‘j_ta .
a . ;
10 : - : : , oL
ofwel t < = s, VOOr alle 1 met a.., > 0. Hieruit volgt dat x niet
o8, . 1.] )
1J sl
groter gemaakt mag worden dan
giO -
minimum (== | a,. > 0, i=1,...,m),
i a. . 1J
)

Daar z stijgt door X positief te maken kan het geen kwaad X 20 groot

J o

mogelljk te maken.

Het minimum wordt voor zekere waarde(n) van i aangenomen. Voor die 1

geldt

a.
= 10 =
X = a - a = 0,
S 10 5 1)
i3
deze variabele wordt uit de basis verwijdert, X wordt in de basis
gebracht. o _
10
Bewerking 2 1n elke simplex—stap 1s: zoek een 1 waarvoor =— minimaal
a. .
1 I,

is, het minimum wordt genomen over alle 1 > 1 met a.: - 0. Als alle

id
aii‘;_o 1s het minimum onbepaald. In dit geval heeft het probleem geen
elndige oplossing.

Z13 1 de gekozen 1.

T

Nu bekend 1s dat X de baslis verlaat en dat xr_ in de basis komt moet

1 o
de nieuwe verzameling basis-variabelen worden uitgedrukt in de nieuwe
verzameling niet-basis—-variabelen.

Beschouw de vergeliljking

N
LR
X =g, - a.. X - a.. X .
. 0 L 1 Y 1 T .
S__,J_._, = J=1 = J = Jd
J#J
ofwel
210 no %3 1
X s — — z - X - — X o
r. . o ) . &, . . S .
Jd ig =1 %ij il L
J#FJ



deze uitdrukking kan in
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x = g. = a.. X = a.. x (i=1,....m3 1#1)
S 10 L 1 T . 1 T, ? T3
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worden gesubstitueerd en leidt dan tot het gewenste resultaat.
Bewerking 3 1n elke simplex—-stap is: druk de nieuwe verzameling basis-
varlabelen uit in de nileuwe verzameling overilige variabelen.

Na een eindig aantal stappen wordt een optimale oplossing van het LP

probleem gevonden, of wordt gesignaleerd dat er geen (eindige) oplossing

bestasat.

Aan de hand van een voorbeeld zal een en ander verder worden gedetail-

leerd.

Beschouw het probleem:

meximaliseer z = =] .5}(1 + 1.5x2 + 2.5x

3

onder de voorwaarden

=X, +x2 + XB:L__O
=X “x2+3x3_~§__0
X5 < 30
X > 0 (3=1,2,3).

Verschilvariabelen invoeren:

maximallseer z = =~ .5x,‘ + .5x2 + 2.53{3

onder



X, + Xy + X3 tx) = O
“x1 - x2 + 3x3 + XS = 0
x2 + x6 = 30
xj:_O (J=1,...,6).
De triviale oplossing X, = X, = Xy = 0, X = X = 0, Xe = 30, z =0

1s direct af te lezen uit:

<

z =0- (1.5x, - 1.5x, = 2.Sx3)
x) = 0= ( - X, + X, + x3)
Xz = 0 - (= X, = X, + 3x3)
xg = 30 = ( X, ) 5

en uilt het tableau:

In verband met de ulitvoering van bewerking 3 ziJn ook kolommen voor de

baslis~variabelen opgenomen.

Stap 1, bewerking 1:

het kleinste getal in rig 0 1s =2.5, X wordt in de basls gebracht.

N

Stap 1, bewerking 2:

zowel X), als xs is candidaat om de basis te verlaten, xs wordt hier
gekozen. Xg 1s geen candidaat.
Stap 1, bewerking 3:

deel de elementen in riJ 2 door 3.



Trek ri] 2 zo vaak van de overige rijen af dat alle elementen in kolom

X, de waarde nul krijgen.

3

Dit tableau correspondeert met

N
I

0 - (2/3x, - ’(/3:»:2 + 5/6x5)

0 = (""""'2/3x1 + 14/3}{2 - 1/3}(5)

P
I

5 0 - (----1/3x.I - 1/3:(2 + 1/3x5)

}C6 30 - ( X2 )

Stap 1 1s hiermee voltooid.

Stap 2, bewerking 1:

het minimum in riJj O is =7/3, dus X, komt in de basis.

Stap 2, bewerking 2:

de te beschouwen quotiénten zijn 0/(4/3) en 30/1, dus x) verlaat de
basis.

Stap 2, bewerking 3:

rij 1 wordt door L4/3 gedeeld en daarna zo vaak van de overige rijen

afgetrokken dat alle elementen in kolom X, de waarde nul krijgen.



Stap 3, bewerking 1:

x1 komt 1n de basis.

Stap 3, bewerking 2:
X verlaat de basis.
Stap 3, bewerking 3:
deel riJ 3 door 1/2 en trek deze daarna voldoende vaak van de overige

rijen af.

Stap 4, btewerking 1:
er z1Jjn geen negatieve getallen 1n riJ 0, de optimale oplossing 1is
bereikt en luildt:

x. = 60, x,. =30, x, =30, =z = 30.

men b. > 0. Niet
l 1 -

negatieve rechterleden kunnen steeds eenvoudlg worden verkregen. Dan

1

In het bovenstaande 1s steeds verondersteld dat m

luiden de voorwasarden:

1
Z aij X. < D. (1=1,...,m,
j=1 ;
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n
E ai; ¥ > b, (1=—*—-m1+‘|,. ,m2)
J=1
n
- " — ’m + &
Z 85 % b, (1 m,+1, 1 )
J=1
xjf__o (3=1,...,01)
ofwel, na toevoeging van verschil-variabelen:
v
+ = | =
P B Tt TS Ds (1=1, »14 )
J=1
n
z 13 %3 7 Tn+i o 03 ' (1=m1+1" ’mz)
J=1
v
a. . . = D, 1=m-+1 ...
.- 8'lJ X:J bl (3 o ' )
J=1
X >0 (j=1,...,n+m2).

Hieruit 1s niet direct een toegelaten oplossing af te lezen, het kan
ook voorkomen dat de vergelijkingen strijdig zijn.

Introduceer nu de hulp-variabelen Y41 (i=m1+1 ....,1) en herschrijf het

1
stelsel:
n
+ — o=
j£1 arg X5 ¥ X . b, (i=1,... ,m1)
N
551 alJ }Cj - xn+l + yn+i = bl (1=m1+1 go o e ,m2)
n
J=1
XJ > 0 (J=1, o1+ )

Yy ,. 20 (i=m1+1,...,m).
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Voor dit probleem 1s een oplossing in niet—-negatieve variabelen direct
af te lezen, zodat de simplex methode kan worden gestart.
In de eindoplossing moet gelden:

Vo4 = O (1=m1+1,...,m),

dit wordt bevorderd door, in plaats van de oorspronkelijke object

functie, te maximaliseren

2

g c. Xx. = M Z Yoei

J=1 J o d i=m1+1
waarin.M.eén zeer groot getal voorstelt.

Het 1s dus zeer duur om een hulp=variabele positief te laten worden

(of blijven).

Zodra alle Yps = 0 1s de nieuwe objectfunctie gelijk aan de oorspronke-
11)ke, een hulp-variabele die uit de tasis 1s verwijderd zal daar (wegens
M) niet in terugkeren.

Als i1n de eindoplossing van het gewilijzigde probleem een positieve hulp-
variabele voorkomt 1s de conclusie dat het oorspronkelijke probleem geen
oplossing heeft.

Naast de hierbeschreven simplex-methode ziJn andere simplex—~technieken

ontwikkeld die beter geschikt ziJn voor grotere problemen.
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3. Grafentheorie 3

Als tussen (sommige) tweetallen uilt een verzameling obJjecten een relatie

bestaat kan de situatie als volgt in beeld worden gebracht:

Hier 1s elk object voorgesteld door een punt, het bestaan van een re-
latie wordt aangegeven door een verbindingslijn (kant) tussen de punten.
Punt 6 is gelsoleerd, punt 5 is een eindpunt, dit punt heeft alleen een
relatie met 4. De punten 1, 2, 3 liggen op een cirkel. Structuren van
dit soort heten grafen. Als aan elke relatie een richting is toegevoegd

spreekt men van een gerichte graaf, en van pijlen in plaats van kanten.

Hier liggen 1 en 2 op een cirkel, 3, 4 en 5 daarentegen niet. De pijl

van 6 naar 6 heet een lus. Een pijl 1 » J zou kunnen betekenen dat
persoon 1 veel waardering heeft voor J (sociogram).
Vele problemen kunnen worden vertaald in het vinden van een graaf met

een bepaalde eigenschap of het vinden van een deelverzameling punten,

kanten of pijlen met een gewenste eigenschap.

Voorbeeld:

Gevraagd wordt een wegennet tussen n steden aan te leggen, op zodanige
wi)ze dat elk tweetal steden onderling bereikhaar is.

21 ki. = de kosten van een directe verbinding tussen i en j, k.. = k.

J 1] Ji’
Wat 1s het goedkoopste wegennet?

Eenvoudig 1is, 1n te zien dat in het optimale wegennet geen cirkels voor-
komen, alle wegen laten verkeer in twee richtingen toe. Als er een
cirkel 1s kan hieruit een directe verbinding worden verwijderd, de

kosten verminderen, alle steden blijven onderling bereikbaar.
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(D)
a

Een niet gerichte graaf waarin tussen elk tweetal punten precies &

pad bestaat heet een boon.

Het probleem 1s nu de goedkoopste boom door de punten 1 t/m n te vinden.

De volgende algorithme leidt tot het juiste, optimale, antwoord. Er is

echter een snellere methode bekend.

Zoek het minimum van de nog niet geschrapte getallen kij' Stel kgh 1S
dit minimum. Als door het leggen van de verbinding (g,h) een cirkel zou

ontstaan schrap dan de getallen kgh en khg en begin opnieuw.
Als geen cirkel ontstaat leg dan de verbinding, schrap de getallen en

begin opnieuw.

Nadat n=1 verbindingen zijn gelegd is een optimale boom gevonden.

Voorbeeld:

kKostentabel

Ferst wordt de verbinding (2,1) gelegd, dan verbinding (3,1). Nu levert
(3,2) minimale kosten, maar mag niet worden gelegd omdat een cirkel zou
ontstaan. Verbinding (L4,1) mag wel, daarna is (4,3) verboden, (5,2) is

toegestaan en voltooid de boom.

Het is duidelijk dat ook andere bomen dezelfde minimalie kosten hebben.



Tl

L. Volgorde problemen

De volgorde waarin bepaalde activiteiten worden uitgevoerd 1s vaak van
grote invloed op de kosten. Een bekend volgorde probleem 1is het zoge-
naamde 'handelsreilzigersprobleem'.

Fen handelsreiziger woont in plaats 1, moet de plaatsen 2,3,¢..,n
bezoeken en keert dan naar zijn woonplaats terug. Hij vraagt zich af

in welke volgorde hij de bezoeken moet afleggen om zijn totale reistijd
te minimaliseren. Als t. . de reistijd van plaats 1 naar plaats J voor-

1J
stelt kan zijn probleem worden geformuleerd als:

Zoek een zodanige permutatie PisPsoe- 5P Van de getallen 1,2,...,n dat

t + 1 + ... + t o+t

PPy,  PyP, P _P, PP

minimaal 1s.

Er zijn verschillende algorithmen voor de oplossing van dit probleem
bekend, de rekentijd kan echter van probleem tot probleem zeer uiteen-
lopen.

Voor het nu te bespreken volgorde probleem zal een zeer eenvoudig uit

te voeren algorithme worden gegeven.
Elk van n produkten moet twee bewerkingen ondergaan, eerst bewerking 1,

dan bewerking 2. Het 1s onmogelijk op meerdere produkten tegelijkertijd

dezelfde bewerking uit te voeren.

tij = voor produkt 1 benodigde tijd bij bewerking j (i=1,....,n; j=1,2).
Gevraagd wordt de produkten zodanig te ordenen dat de totale tijd dat

aan deze produkten wordt gewerkt minimasl is.

Als de produkten 1in de volgorde 1,2,...,n worden afgehandeld is de eerste

bewerking van produkt 1 na T11 = t . t1jdseenheden voltooid, de tweede

bewerking na T12 = t” + t,12 t1jdseenheden. Bewerking 1 van produkt 2

: _ N . .
1s klaar op T2'1 fﬂ ’021 , bewerking 2 op '1?22 12,T21 ) + t22.

Het maximum moet worden genomen omdat bewerking 2 van het voorgaande

i

max (T

produkt moet zijn afgelopen.

De eerste bewerking van het laatste produkt is gereed op Tn1 = Tn--1 : + tn1 5
2
de tweede bewerking op sz = max(Tn__1 ,2’Tn1) + tn2' Dit laatste getal moet

worden geminimalilseerd.
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Bepaal het kleinste van de nog niet geschrapte getallen.tij, 21 ] tkl

dit minimum.

Als 1 = 1 zet dan produkt k vooraan in de rij, maar achter de reeds ge-

plaatste produkten.

Als 1 = 2 zet dan produkt k achteraan in de rij, maar voor de reeds

geplaatste produkten.

>chrap tk1 en tk2’

Op deze wijze wordt in n stappen een optimale volgorde gevonden.

begin opnieuw.

Voorbeeld: bewerking

stap 1 1

produkten volgorde: (4,..,.,.)

= Ww o

<
=
:
>
2

MO

stap

volgorde: (4,.,.,1)

stapr 3

volgorde: (4,3,.,1)

stap 4
volgorde (4,3,2,1)

De minimale bewerkingstijd 1s 20.

bewerking
gereed
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5. Netwerkplannin

De uitvoering van een project kan veelal worden gesplitst in de uit-
voering van deelactiviteilten. Deze deelactiviteiten kunnen niet alle
tegelijkertijd worden ultgevoerd; er ziJn technisch bepaalde volgorde
restricties, bijvoorbeeld: activiteit A moet zijn voltooid alvorens
gan activiteit B kan worden begonnen. Grafisch kan deze restrictie

worden voorgesteld als:

Het gehele project kan op deze wijze 1n beeld worden gebracht, er ont-

staat een netwerk dat de volgorde relaties beschrijft, bijvoorbeeld:

Hierin heeft activiteilit 1 geen voorgangers en geen opvolgers en kan
tegelijk met elke andere activiteit worden uitgevoerd. Activitelt 2
heeft 3 als opvolger, 4 heeft geen voorgangers, 5 en 6 zijn de opvolgers
van 4 en ook de voorgangers van T.

Eenvoudig 1s in te zien dat een netwerk van een project geen cirkels kan
bevatten.

Dit betekent dat de activiteiten zodanig kunnen worden genummerd dat het
beginpunt van elke pijl een lager nummer heeft dan zijn eindpunt. Deze
nummering kan worden gevonden door eerst de punten zonder voorgangers

vanaf 1 te nummeren, bijvoorbeeld 1,2,....,K., dan de punten die uit-

1
sluitend voorgangers met een van de nummers 1 t/m k. hebben te nummeren

van k1+1 t/m kg, dan de punten die ultsluitend voorgangers met een van



T

de nummers t/m.k2 hebben te nummeren wvan k2+1 t/m k3 enzovoort.
Voor elke activiteit is een (schatting van de) uitvoeringstijd bekend.
WiJ zijn geintereseerd in de minimale tijd waarin het project kan
worden voltooid.

Geen activiteit kan eerder beginnen dan na voltooiing van zijn voor-
gangers.,

Het vroegste begintijdstip van activiteiten zonder voorgangers is O,
het vroegste voltooilngstijdstip van zulke activiteiten is hun bewer-
kingstijd.

In het algemeen 1s het vroegste begintijdstip van een activiteit gelijk
aan het maximum van de vroegste volgtooilingstijdstippen over zijn voor-
gangers.

Het vroegste voltooilngstijdstip is gelijk aan het vroegste begintijd-
stip plus uitvoeringstijd.

Het maximum (T) van de vroegste voltooIngstijdstippen over de activi-
teliten zonder opvolgers 1s de minimale tijdsduur waarin het project kan
worden ulitgevoerd.

Deze minimale tijdsduur 1s geligk aan de lengte van het langste pad 1n
het netwerk, waarbij aan elk punt een lengte (= uitvoeringstijd) is
toegekend.

Om het project in de minimale tijd (T) te voltooien, moeten alle acti-
viteiten zonder opvolgers op hun laatste voltooilngstijdstip T gereed
zijn. Het laatste begintijdstip van zo'n activiteit i1s T minus zijn
ultvoeringstijd.

In het algemeen is het laatse voltoolingstijdstip van een activitelt
gelijk aan het minimum van de laatste begintijdstippen over zijn op-
volgers.

Het laatste begintijdstip is gelijk aan laatste voltooiIngstiJdstip minus
ultvoeringstijd.

Als de activiteiten op de bovenomschreven wijze zijn genummerd Kunnen de

vroegste en de laatste begin- en voltooilngstijdstippen eenvoudig worden

berekend.

71 ] b, = nitvoeringstijd activiteit i (i=1,2,...,n).

Stel'ui = 0, U wordt vervangen door het vroegste begintijdstip van ac-
tiviteit i. Bij het begin van stap i (i=2,...,n) hebben U, .. .,u; hun

definitieve waarde reeds gekregen.
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Stap 1: vervang, voor elke opvolger J van 1, de huidige waarde van nj
door het maximum van die huildige waarde en u. +~ti.

1
Stel v. = T, v. wordt vervangen door het laatste voltooiIngstijdstip

1
van activiteit i. BiJ het begin van stap 1 (i = n-1,...,1) hebben

' ..,v_ hun definitieve waarde reeds gekregen.

1+1?° n

Stap 1: vervang de huidige waarde van A door het minimum van Vj - tj’
genomen over alle opvolgers J van 1.

Voorbeeld:

berekening u.
1
stap

activiteit |tijd|opvolgers|O0 |2 |3 |4 |5 ]| 6 | T | vroegste begintijd
O

_- : ?: O
1| * 1

‘ 1 -

— ONn N = W PO
\
—_— ¥
O™
O

berekening V.
1
stap

6 |5 |k |3]1211]| laatste uitvoeringstijd

Qo

activiteit |t1jd |opvolgers

PR
.
i
.;:.f

2 >
N 4

I~
\
ON

De actlviteiten waarvoor het vroegste en laatste begintijdstip samen-
vallen heten de kritieke activiteiten. Elke vertraging in een kritieke

activitelt resulteert in vertraging van het gehele project.
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. Simulatie

Voorlopig nemen we als definitie: simulatie is het naspelen van pro-

cessen. ken voorbeeld 1s het waterloopkundig laboratorium waar met een

schaalmodel van de deltawerken proeven genomen worden. Een ander voor-

beeld zijn de proeven met vliegtuigen in windtunnels. Een gemeenschap-
pelidk punt in deze voorbeelden is dat er een fysische samenhang is

tussen het proces en de simulatie daarvan; beiden, proces en simulatie

verlopen continu in de tijd.

De laatste jaren probeert men ook vaak om processen op een digitale

computer na te spelen. Sommige processen lenen zich daar ultstekend toe.
Er 1s dan geen fysische samenhang meer tussen proces en simulatie; de

simulatie 1s niet continu, maar heeft een discreet karakter.

Over deze lasatste soort simulatie gaat dit hoofdstuk. Voor ons kan dus
de definitie gelden: simulatie is het naspelen van processen op een
digitale computer (in principe kunnen de berekeningen natuurlijk ook

met de hand uitgevoerd worden). Voorwaarde is dat het proces goed bekend

ls, en zich 1in een computerprogramma laat vangen.
Ter 1llustratie van het type proces volgen drie voorbeelden.

Voorbeeld 1

In een postkantoor met &én loket

komen mensen binnen, die zich in
een wachtrij voor het loket opstellen.
Wanneer ziJ aan de beurt zijn, worden

~ [

buiten. De Dbinnenkomsten van nieuwe klanten vinden op onregelmatige

ze geholpen en gaan daarna weer nasar

tijdstippen plaats. We nemen aan dat de tijd tussen twee binnenkomsten
een bepaalde kansverdeling heeft. Oock de helptijd 1s stochastisch en
heeft ecen kansverdeling, die onafhankelijk 1s van de binnenkomsten.

Dit voorbeeld, het meest elementaire wachttijdprobleem, kan gesimuleerd
worden, waardoor gemiddelde wachttijd en gemiddelde rijlengte voor het
loket bepaald kunnen worden. Deze kunnen ook langs theoretische weg be-

paald worden m.b.v. de wachttijdtheorie.
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Voorbeeld 2

Een scheepvaartbedrijf wil haar kade in de Amsterdamse haven ultbreiden.
Van t1jd tot tijd arriveren schepen om te laden en te lossen. Vinden zi]
geen plaats aan de kade, dan moeten ziJ uitwijken of wachten, wat extra
kosten met zich meebrengt. Anderzijds kost elke meter kade—-ultbreiding
veel geld. Men vraagt zich nu af welke aanleg-, uitwijk— en wachtkosten
een bepaalde uitbreiding met zich meebrengt. Wanneer het aankomsten-
patroon van de schepen bekend 1s, het aantal kademeters dat zl1] leder
nodig hebben en hun los— en laadtijd, en de politiek die m.b.t. wachten
of uitwijken gevoerd wordt, kan het laad~ en losproces van de schepen

gesimuleerd worden voor ledere willekeurige ultbreiding van de kade en

kunnen de daarbi] optredende kosten berekend worden.

Voorbeeld 3

Een groot bedrijf heeft besloten tot de bouw van een kantoorflat van

20 verdiepilngen. Ervaringen in soortgelijke gebouwen hebben aangetoond
dat de benodigde liftencapaciteit dikwijls onderschat werd. Vooral
tijdens spitsuren 's ochtends, tussen de middag en 's avonds treden dan
zeer lange wachttijden op. Om teveel ongemak te voorkomen besluit de
direktie een onderzoek in te laten stellen naar het vermogen en de be-
sturing van het geplande systeem van 6 liften. De bezetting van het
gebouw ligt al vast, zodat per verdieping bekend is hoeveel mensen er
zullen gasan werken.

In een simulatiemodel kan nu de liftbeweging en het passagierstransport
nagespeeld worden. Daarmee worden besturingssystemen die de samenwerking
tussen de liften regelen op hun waarde getest en kan b.v. het effect
bekeken worden van de aankomstdiscipline (wanneer de mensen 's ochtends
ongedisciplineerd aankomen, heeft dit een grotere spreiding dus een

betere verwerking bij de liften tot gevolg:; idem 's avonds).

In deze voorbeelden traden kansverdelingen op. Bij de simulatie zullen
daar dus ook trekkingen uit gedaan moceten worden. Men zal zich afvragen
hoe deze trekkingen uit kansverdelingen bij computerberekeningen gerea-
liseerd worden. Dit gebeurt in twee stappen.

In de eerste stap worden ''willekeurige getallen tussen 0 en 1" gegenereerd.
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In de tweede stap worden uit deze getallen door een geschikte trans-—

formatie trekkingen verkregen uit de gewenste kansverdeling.

Berste stap

De willekeurige getallen tussen 0 en 1 moeten voldoen aan twee elgen—
schappen: z1J] moeten onderling onafhankelijk zijn, dus niet merkbasar
samenhangen, en z1J moeten homogeen verdeeld zijn, d.w.z. de kans dat
het gegenereerde getal zal liggen in het interval (a,b), 0 < a < b < 1,
moet gelijk zijn aan b~a. Getallen die aan deze twee eigenschappen
voldoen noemt men aselekte getallen (engels: random numbers); dit zijn
in feite dus onderling onafhankelijke trekkingen uit de homogene ver-
deling.

Een veel gebruikte methode om aselekte getallen in een computer te
genereren 1s de volgende: begin met een getal N tussen 0 en m. Bereken
Y, ult Ya2 Yo uit Y, €nz. volgens de formule:

y, =ay._, *oc (modulo m) i =1,2,...

Hierin ziJn a, ¢ en m vaste getallen. m 1s zeer groot en meestal een
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tweevoud b.v. . a en ¢ ziJn getallen tussen 0 en m. De getallen yi/m

neemt men nu als aselekte getallen. Het merkwaardige i1s dat wanneer

V.
1=
doorgaat voor een aselekt getal. Daarom noemt men deze getallen yi/m

bekend 1s, met zekerheid Y voorspeld kan worden, terwijl Y /m toch

pseudo—aselekte getallen.

Een bezwaar is dat de rij zich zou kunnen herhalen: als voor zekere n
Y, toevallig weer gelik aan Yo 1s geldt: Y1 = Vqs Ypup = ¥p 02435
Als a, ¢ en m san bepaalde voorwaarden, waarop wij niet nader ingaan,
voldoen, is de lengte van de cyclus altijd m, welk getal men ook als Y
kiest. Dan treden dus julst alle getallen tussen 0 en m &én keer op,

voordat een getal voor het eerst herhaald wordt; dit 1s dan Julst weer Yoo

dus Y = Yo Your

De bovenstaande methode heet: multiplicatieve methode van Lehmer,

= ¥, etc.

Tweede stap

De tweede stap bestaat uit een geschikte transformatlie van pseudo-aselekte

getallen, waardoor een trekking uit de gewenste kansverdeling verkregen
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wordt. We lichten dit aan de hand van een paar voorbeelden toe:

1. Gevraagd zijn trekkingen van x met P(x=0) = % en P(x=1) = é— We

trekken nu een pseudo—-aselekt getal u. Daaruit wordt een trekking

van x verkregen door de transformatie

S,

¥
3
il

O

!

1
-— < 0 < 1 =+ X
2 —

5> x is nu een discrete stochastische grootheid, die de waarden

X, 000X kan sannemen met kansen D{sPsseeesb dus

n
v
P(_:}_c__ﬂxi)mpi 1 = 1,ue.,0 L P, = 1.
1=
We stellen:
1
- ? : o 1
ui — La pj l sﬁaa’n
=1
= Q.
s

Als u een pseudo-aselekt getal 1s, dan wordt daaruit een trekking

van x verkregen door de transformatie:

ue (u. ..,u.J +* x = x. .
1~-17 1 1.

Deze transformatie 1s 1n felite geheel analoog aan die van 1. Het

volgende plaatje is een illustratie van de methode.

1 1
x kan de waarden 3, 5, 6, 8 en 9 asannemen met kansen =, =<

1 2
52 10? 10? 5

g4 tem e — e - — —
”‘h
P),
u
o |23
L P> .
41 1 5?‘
| P+
@ uo —aim

J

|

L
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van X, en wordt altijd voorgesteld door Fix):; dus F(x) = p(ﬁﬁ* X ).

F(x) = P(x < x) 1is
homo=
We stellen u = F(x)

een trekking x van de

I"VaIL e eernl

pf@@th@iﬁg WE &,

el

asarde 1s dat van de stochastische

Voorw

‘ ... =1
wil hebben, de inverse F Ve

n de verdelingsfunktie F

trekking

bekend 1is.

Als voorbeeld nemen we de exponentiéle verdeling met parameter A,

waarvoor geldt

%
e T

AKX

We nemen een pseudco—aselekt getal u en stellen u= 1 = g , waaruit

volgt:

Nu uit de doeken gedaan is, hoe 1in de computer uit kansverdelingen

getrokken kan worden, is de voortschrijdende ti1)d het volgende probleem.

Hoe wordt in de drie genocemde voorbeelden (postkantoor, kade en liften)

ehouden?

het verloop van het proces in de tijd bigg

Er ziJn twee methoden:
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a. Op equidistante tijdstippen, b.v. ven seconde tot seconde, wordt het
gehele proces bijgehouden door de in die seconde optredende gebeur-
tenissen te registreren en de daardoor veroorzaakte veranderingen
ulit te voeren.

b. Men kean zich ook beperken tot die tijdstippen, waarop in het proces

een gebeurtenis plaats vindt, die van invloced is op de gang van zaken

Deze tijdstippen liggen niet van te voren vast, maar worden tijdens

het simuleren '"gevonden''. Deze methode noemt men ''next event simulation.

Beide methodes kunnen aan de hand van het postkantoor verduidelijkt worden.

Methode a. We gaan elke seconde naar het proces (postkantoor) kijken.

De gebeurtenissen die kunnen optreden zijn: een binnenkomst van een
nieuwe klant of een vertrek van een geholpen klant. Om vast te kunnen
stellen of zi] inderdaad optreden moeten we de kans op die gebeurtenissen
in die seconde weten. Wanneer een gebeurtenis b.v. een binnenkomst in

die seconde inderdaad optreedt, wordt de rijlengte €én groter, het totaal
santal binnengekomen klanten wordt é€én opgehoogd; kortom alle verande-
ringen die een binnenkomst met zich meebrengt worden uitgevoerd.

In dit voorbeeld is methode a niet zo handig omdat er vaak geen enkele
gebeurtenis in een seconde zal optreden, zodat er veel overbodig reken-
werk verricht wordt. Methode a wordt vooral gebruikt biJ naar de tijd
gediscretiseerde continue processen, en bij processen die te complex

z1ijn voor next event simulation.

Methode b. Deze methode wordt gebruikt wanneer het proces zuiver dis-
creet verandert (zoals in ons geval door een binnenkomst of een vertrek)
en wanneer het tijdstip waarop de volgende gebeurtenis plaats vindt
eenvoudlig vastgesteld kan worden.

In ons voorbeeld moeten bekend zijn: de kansverdeling van de tijd die
tussen twee binnenkomsten verloopt, en de kansverdeling van de helptijd.
Tijdens de simulatie zorgen we er steeds voor te weten wanneer de volgende
binnenkomst (tb) en het volgende vertrek (tv) plaatsvinden. Treedt b.v.

de volgende binnenkomst het eerst op (tb < tv), dan schuift de gesimu~-

leerde tijd op naar tb. Vervolgens worden de veranderingen die deze
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binnenkomst tot gevolg heeft uitgevoerd: de rijlengte wordt één ver-
hoogd, het totaal aantal binnengekomen klanten wordt &én opgehoogd enz.
Tevens wordt ult de kansverdeling van de tijd tussen twee binnenkomsten

een trekking gedaan, die wordt opgeteld bij tb. Dit is de nieuwe tb.

Vervolgens schuift de tijd weer op naar min (tb, tv).

We stellen een flow diagram op van de simulatie van het postkantoor

volgens methode b.

De grootheden die de toestand van het postkantoor beschrijven zijn:

t gesimuleerde tijd

tb tijdstip van de eerstvolgende binnenkomst.

tv ti1ijdstip van het eerstvolgende vertrek.

N aantal binnengekomen klanten tot nu toe

n lengte wachtri)

TW gezamenlljke wachttijd van de klanten voor het loket tot nu toe.
TH tijJd dat het loket bediende.

Verder gebruiken we nog:

trek b aselekte trekking uit de kansverdeling van de tijd tussen
twee binnenkomsten
trek h aselekte trekking ult de kansverdeling van de helptijd

tincr  hulpvariabele (= variavel tijdincrement).
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tincr:= tbh=-t
t:= tb
i := tb+trek b ;

t:= th

TW:= TW+nxtincr

TH:= TH+tincr

Il.

TH+tiner

Natuurlijk moeten nog een kop en een staart aan dit flow diagram ge-
breid worden. De kop, die voorafgegaan moet worden door een specifikatie

van trek b en trek h, zou er als volgt uit kunnen zien:

I
O
" |
O

—
t:
tb:= trek b  tv:

i
@,

i
8

Er wordt dus met een leeg loket begonnen. Als lengte van de simulatie

zou men M binnenkomsten kunnen nemen. Op plaats A komt dan de test te

staan:
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7. Dxnamische Programmering

Voorbeeld 1

Een reiziger is onderweg van stad 1 naar stad 10. Hij heeft nog vier
dagreizen voor de boeg, maar 1s vermoeld, zodat hij graag de kortste
route kiest naar zijn bestemming. HiJ moet daarom elke ochtend zorg-
vuldig de plaats kiezen waarnaar hij die avond zal gaan.

Het schema van alle mogelijke routes 1s:

Oplossing:

a Een keuze die voor de hand ligt 1s om elke dag naar de dichtsbijgelegen
volgende plaats te reizen. De route 1s dan 1 > 2 > 6 - 9 > 10, Dit is
echter niet de beste route. Uit de cijfers blijkt dat reizen naar
stad 2 erg ongunstig is, omdat dan de volgende dagreis langer zal zijn.
Zo 1s het beter om via stad 4 naar stad 6 te reizen: 1 - L4 -+ 6 heeft
een afstand 12 en 1.~ 2 +» 6 een afstand 1k, '

b Een tweede mogelijkheid 1s om alle trajecten door te rekenen. Dit ziJn
er in totaal 18, wat leidt tot veel overbodig rekenwerk.

¢ We behandelen nu een slimme rekenmethode; deze verloopt in 4 stappen.
Stap 1. Stel de reiziger moet nog één dagmars afleggen. HiJj 1s dus 1in
stad 8 of stad 9. Zijn afstand naar het eindpunt bedraagt dan:



minimale afstand
naar stad 10 ﬁ

Stap 2. We gaan een dag terug en nemen aan dat de reiziger nog 2 dag-
marsen voor de boeg heeft. Hij kan zich bevinden in stad 5, 6 of 7.
Stel hij 1s 1n stad 5. Hij kan dan reizen naar stad 8 (afstand .4,
daarna nog U4) of naar stad 9 (afstand 7, daarna nog 5). Aangenomen
dat hij in stad 5 1s, zal hiJ dus het beste via stad 8 kunnen gaan.
De af te leggen afstand is dan uL+4 = 8,

Evenzo kunnen we de beste beslissing nemen voor het geval de reiziger
in stad 6 is: reizen via stad 9 met afstand 6+5 is beter dan reizen

via stad 8, met afstand 9+4.

Voor stad T is de beste beslissing te reizen via stad 8; de afstand

1s dan nog 10. In tabel:

Stap 3. We gaan weer een dag terug en nemen aan dat de relziger zich
in een van de steden 2, 3 of 4 bevindt, met nog 3 dagreizen voor de
boeg. Stel hij is in stad 2. Dan kan hij reizen via stad 5 (afstand 10,
daarna nog 8, zie vorige tabel), of via stad 6 (afstand 7, daarna nog
11), of via stad 7 (afstand 9, daarna nog 10).

Hij zal, aangenomen dat hij in stad 2 is, dus de beslissing nemen om
te reizen via stad 5 of 6, met minimale afstand 18 tot het einde.
Fvenzo kunnen we voor het vertrek uit stad 3 of 4 de beste route be-

palen. Doe dit zelf als oefening. Zo vinden we de volgende tabel:
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minimale afstand
naar stad 10 ;

Stap L. Het i1s nu duidelijk wat ons te doen staat. We gaan weer een

dagmars terug en belanden zo 1n stad 1. We bepalen de beste route

vanult stad 1 met behulp van de zojuist uitgerekende tabel: reizen
via stad 2 duurt 7+18, via stad 3 duurt het 9+14 en via stad 4 is het

84+15. De beste keuze vanuit stad 1 is dus stad 3 of 4 met minimale

lengte 23. In tabel:
minimale afstand

naar stad 10 | via |

Einde stap 4. We weten nu dat langs de korste route de afstand 23 is.

Terugzoekend 1n de tabellen zien we de beste routes; allen met lengte

23:

van 1 naar

naar 10.

De oplossingsmethode die we bij dit probleem gebruilkten heet: dynamische

rogrammering (deze naam 1s vrij willekeurig; de methode zou evengoed
bv. recursleve programmering, recursieve berekeningswijze of backtracking
kunnen heten).
Het probleem hoeft voor het toepassen van dynamische programmering niet
in een standaardvorm gegoten te zijn, zoals b.v. bij lineaire programmering
wel het geval 1s. Wel kunnen enige algemene karakteristieken gegeven worden

van problemen die met dynamische programmering opgelost kunnen worden:
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1. Het probleem kan 1in stappen verdeeld worden; in elke stap moet een

beslissing genomen worden.

O

In elke stap ziJn er een santal toestanden.

In Vb.1 z1Jjn de toestanden in een stap b.v. de steden 2, 3 en L4 of
de steden 8 en 9.

3. De beslissing die in een bepaalde stap in een toestand genomen wordt,
heeft overgang naar een toestand in de volgende stap tot gevolg. (Deze
overgang kan stochastisch, dwz. aan kansinvloeden onderhevig zijn).

L. Gegeven de toestand in een bepaalde stap; dan zijn de optimale be-
slissingen voor de komende stappen onafhankelijk van het verleden.

5. Als n—=1 stappen vdodr het eind, in elke toestand de optimale beslissing

en de minimale kosten (b.v. afstand) bekend zijn, dan volgen daaruit
voor alle toestanden i1n de n—-de stap voor het eind de optimale be-

slissingen en minimale kosten.

Deterministische problemen zoals voorbeeld 1 (problemen zonder kans-
elementen) kunnen van achteren naar voren én van voren naar achteren be-
rekend worden met dynamische programmering (ga na!). Stochastische pro-
blemen (met kanselementen) kunnen in het algemeen alleen van achteren naar

voren berekend worden. Daarom 1s 1n bovenstaande S-punten-~karakterisering

van '"het probleem'" van achteren naar voren gewerkt.

Een methode om problemen die voor dynamische programmering in aanmerking
komen aan te pakken 1is:

a. Stel vast of het probleem deterministisch of stochastisch 1is.

b. Stel de stappen en het aantal daarvan vast.

c. Bepaal de mogelijk toestanden 1n elke stap.

d. Bepaal de mogelijke beslissingen in elke toestand in elke stap.

Voorbeeld -2

Fen Nederlands reisbureau heeft voor 6 Jjaar een hotel gehuurd in de

Italiaanse Dolomieten. 's Winters worden er skireizen georganiseerd en
ten behoeve van de gasten zal er dan goed gestookt moeten worden. Een
Ttalisanse kolenhandelaar uit Bolzano heeft de strijd om dit zesjarig

kontrakt gewonnen. Hi] mag 6 jaar lang kolen aan het hotel leveren,
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